TEORIA DELLA BILANCIA DI TORSIONE

(Continuazione : Vedi numero di Dicembre).

§ 2. — LA BILANCIA DI TORSIONE DI EOTVOS.
@) GENERALITA.

Nel 1906 il Barone Rolando E6tvos, professore di fisica nella Universita
di Budapest, ided un apparecchio da lui denominato bilancia di torsione, col quale
€ possibile determinare sperimentalmente le derivate Uy, , Uy, , Uy, ¢ Ua e quindi
risolvere gran parte dei problemi accennati al paragrafo precedente e di avere
dati precisi circa la costituzione degli strati sottostanti alla superficie del suolo.

Lo strumento dell’ Eétviss & stato modificato recentemente dallo Schwevdar
per conto della Casa costruttrice Askania-Werke di Berlino, in modo da rendere
fotografica la registrazione delle osservazioni.

La Bilancia di Estvos (I tipo, cio¢ quella costruita dall’ Estvis stesso)
fondamentalmente & costituita da un'asta di magnalio lunga circa 40 cm. di forma
parallelepipeda, denominata ago, sostenuta da un filo di platino iridato lungo una
oOttantina di centimetri, ¢ che a sua volta porta ad una estremitd un filo di bronzo
fosforato al quale ¢ sospeso un peselto di platino e all’altra estremita un contrap-
peso atto ad equilibrare il pesctto di platino ¢ 1l filo di bronzo fosforato (vedere

Bitiss dahaniadi o L
gura ;t‘:htmatlca num. 2 piu avanti riportata)

| L Bilance costruite generalmente sono doppie, ossia costituite da due
“gi‘“_ dl.""POSti‘ parallelamente, con i fili di bronzo fosforato in direzioni opposte.
I.hll di plilltlf'lf:) contengono il 10 9, di iridio ed hanno una sezione circolare del
::?T;:T(’pilr:“;" 4‘."'Il00 di .mi]limvtro, mentre i_ fili di bt'r{n;f.f) l'usfomto,'lun.gl_li circa
sezione circolare, hanno il diametro di circa 1/10 di millimetro.
[ pesetti di platino sospesi ai fili di bronzo fosforato sono del peso di circa
30 grammi,
Speciali sistemi meccanici servono per bloccare gli aghi ed i pesetti du-
i trasporto dello strumento. :
a doppiaﬁi;:rzl:g ﬁﬁﬁ??;;mm('flt.{‘ prtjtf'-tti da tubi {:ilifldr‘ic.'i.(li rame e di alluminig
fig. 1). B pPo di impedire brusche variazioni di temperatura (vedi

rante
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Le masse note (sopra la super-
ficie terrestre) e le ignote (sotto la su-
perficie) in una data stazione, impri-
mono all’ago un leggero movimento
rotatorio. Dopo una quarantina di mi-
nuti, per la resistenza del mezzo e per
la torsione del filo (f) (ved. fig. 2), I'ago
si arresta. Da questa posizione di arre-
sto, ottenuta (per la ragione che vedre-
mo) in cinque direzioni equidistanti an-
golarmente e di cui la prima diretta al
Nord magnetico se la Bilancia ha un
solo ago, cd in tre direzioni se la Bi-
lancia e doppia, registrata con apposi-
ta scala mediante riflessione di raggi
luminosi diretti allo specchio (s), in-
trodotte nelle formule che stabiliremo
in seguito, si possono calcolare le de-
rivate scconde del potenziale U.

Queste derivate vengono riferite
ad un sistema di assi trirettangolari
topografici, e poi ridotte al sistema di
riferimento geoidico ; entrambi questi
sistemi si considerano con !’origine
nel centro di massa dello strumento,
i che corrisponde al centro di gravita

: dell’ago, l'asse delle z disposto secon-

Fig. 1. - Bilancia di Eotvos. do la verticale, quello delle x, nel si-

stema topografico, nel piano orizzon-
tale con direzione positiva verso il Nord magnetico e nel sistema geoidico verso
il Nord geografico ; T'asse delle v, normale all’asse delle x, con direzione positiva
verso 1" Est.

Le derivate cosi ottenute, corrette dall’azione prodotta dalle masse sopra
elevate (note) — correzione topografica e correzione carlografica — e dal valore teorico
che esse assumerebbero nel punto stazione supposta la terra di densita omogenea
— valori normali — danno le cosi dette perturbazioni sotlerranee, le quali, escogitate
alcune ipotesi sul modo di variazione della densita per gli strati sottostanti, per-
mettono con appositi procedimenti matematici di fare delle induzioni circa con-
figurazioni speciali sugli strati medesimi, si che lo impiego della Bilancia viene
consigliato nei problemi geofisici di prospezione del sottosuolo, per la ricerca di
minerali pesanti o leggeri o di altre materie legate a speciali strutture geologiche
(petroli).

Con 1 valori corretti delle derivate ¢ possibile dedurre come ¢ stato detto al
paragrafo 1:
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a) le componenti del veltore denominato gra- =
diente gravimetrico, e quindi la sua intensita e la sua
direzione, che nel piano orizzontale indica la posizione
delle masse sotlostanti di maggiore densild ;
b) le componenti della curvatura atla ad e
indicare il comportamento geometrico degli strati sotter-
ranet, o meglio, gli scostamenti della superficie equipo-
tenziale dalla figura sferica ; Q“’"‘
¢) le differenze fra le componenti verticali
della gravita fra due stazioni collocate ad una distanza — w-— - !
ton superiore a 2 km. o
Quest'ultima ricerca in generale ¢ assai inte- (bl
ressante in quanto nota la gravita in un punto del
campo di osservazione, si possono via via determi-
nare le gravitd in tutti gl altri punti stazione
quindi in un secondo tempo determinare le differen- e
ze fra le gravitd osservate e quelle teoriche (ano- LI, 2,
malie) calcolate quest’ultime in funzionce delle lati- (/) = filo di platino iridato
tudini delle stazioni con qualcuna delle formule a :}j}} :T:;I:li bronzo fosforato
tale uopo generalmente adottate: per esempio, quella  (P) = pesetto di platino
di Helmert (1901) o quella internazionale (1930). () SofEafpese
(5) specchio
b)  PrINCIPII TEORICL
=3 Come di consucto indichiamo con gx, gy,
r_ gz, le componenti della gravita in un generico

k-~ (a)--- -~
- 0 TN R \,‘fgxn_l_
(55,
! 0
(b) \ ed altre due analoghe per

HMemcmcee i em—————M

3 -

__J}- 1 l:"?. -

(1) '

Y Y
Fig. 3.
g | fa = {.-’rx‘ .

o gx

¢V

gx =Ugsod +Usy s
o

= U

¥

i
- Uy

punto, prendendo come sistema trirettangolare
di riferimento il sistema topografico dianzi ricor-
(F) dato con centro in O, baricentro dell’ago.
Per i punti vicini a 0, come sono quelli
della Bilancia, & lecito lo sviluppo in serie di
Mac-Laurin delle componenti della gravita, li-
o) mitate ai termini di primo ordine.
Con cid si hanno le:

dgx
Lot (75

by

8y C g=-

Ricordando i risultati ¢ le posizioni in-
trodotte nel paragrafo 1,

si ottiene la terna :

y4+ Uy . 2

B U <
y+ U, .z+g
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I£ ovvio che il campo della gravita non ¢ costante nei vari punti della Bilan-
cia per cui vi sara una coppia che tendera a torcere il filo (f). Tenuto conto che
per costruzione il momento delle componenti verticali & nullo, il momento torcente
sara espresso dalla :

(2) F=/[(gy.x —gx.v) dm

e sostituendo in queste le (1):
(2" F = U.‘,‘._!‘ (x: —y:)dm — Ua ..u"xjvdm + U_u._f xzdm — U, j yzdm.

Per eseguire le integrazioni indicate notiamo che se con £ indichiamo le
distanze dei punti dell’apparato dal centro O contate lungo l'asse del giogo e con
a l'angolo che questo fa coll'asse delle x, si ha:

x =Ecosa y =Esena.

[ primi due integrali diventano allora :
[(x* —y2) .dm = [ (E: cos: @ — E* sen* @) . dm = cos 2&]’5= .dm =1 . cos 2a
[xy .dm = [Ecosa .Esena . dm = 1/2sen 2a .[E: . dm = I[2 . sen 22
essendo I il momento di inerzia del giogo rispetto I'asse z.

Per gli altri integrali notiamo che ad essi porta contributo soltanto la parte
sospesa cioe la massa m del pesetto di platino attaccato al filo di bronzo fosforato,

essendo per gli altri punti z = 0. Cosi detta a, la lunghezza del braccio della Bi-
lancia, 2 la lunghezza del filo (b), (vedere fig. 3) si hanno le:

2

-1
.dm =a.cosaf z.dm=a.h.m.cosa

o

[ X

-h
[vz.dmza.svnxj z.dm =a.h.m.sena.
- [+ ]

Le¢ ultime due eguaghanze valgono con grande approssimazione essendo in
pratica trascurabile la massa del filo (b).
Sostituendo questi risultati nella (2") si ha:

(3) F=1.Usycosza—1I/2.Uasenza+ahm.Uyscosa—ahm.U,, sen a.

Dalla (3) risulta evidente che, ove riesca possibile misurare il romento
forcente I' per un conveniente numero di posizioni del braccio della Bilancia, sara
possibile determinare i valori di Usy, Ua, Uyz, Usz ritenendo le grandezze [ e
a b m come quantita note (costanti strumeniall).
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Cio effettivamente si ricsce a realizzare seguendo 'uno o 'altro di due me-
todi denominati rispettivamente : metodo statico ¢ metodo dinamico.

Il primo ¢ quello che in pratica viene seguito nelle operazioni di campa-
gna, mentre il secondo, come vedremo fra breve, si presenta particolarmente adatto
ed utile, nella determinazione delle costanti strumentali e quindi per operazioni
di laboratorio.

Per quanto concerne il metodo statico, messo in stazione lo strumento e
liberato 'ago si attende che questo si metta in equilibrio : in tale condizione il
momento F ¢ equilibrato dalla torsione del filo O S (vedi figura 3). Ora il detto
filo porta uno specchietto (s) col quale, con 'aiuto di una scala graduata, ¢ pos-
sibile mediante riflessione, leggere le ampiezze degli angoli di cui esso filo (f) ruo-
ta. Se con e si indica la lettura corrispondente alla torsione nulla e con n quella
corrispondente alla posizione di equilibrio, detto t il coefficiente di torsione del
filo e wy,  gli angoli corrispondenti di torsione, si avra:

I" =T (m — ("(]) =ie (an . -_ZE_F)_-)

dove D rappresenta la distanza della scala graduata dallo specchio collegato al
filo (f) cd espressa nelle medesime unita in cui & graduata la scala.
In base a cid la (3) diviene :

(4) —{ D cos 2o .2 Usy — ; Dsenze . Uas 4
2ah
+ = = D cosa. Upr — 2{%;”” Dsena Uy, + 1o = n.

In questa cquazione oltre alle quattro derivate edtvossiane ¢ incognita
anche la ne: eseguendo la determinazione di # in cingue azimut diversi a,, a:,
%3, %4, &5, scendono dalla (4) cinque cquazioni lincari indipendenti da cui & pos-
Sfblli‘- avere le cinque incognite Uxy, Ua, U,,, Us: ¢ no sempreché ben inteso,
Slano noti i coefficienti che le accompagnano. Praticamente per e a. o o, o si
prendono i valori equidistanti ov, 729, 1440, 2169, 2880, '

. Per il metodo dinamico si noti che se I'ago viene ruotato di un angolo ¢
diverso dalla posizione di equilibrio « si forma una coppia acceleratrice K in virth
dfrl]a qui?.le l'ago tende a ruotare attorno alla posizione di equilibrio. L'equazione
differenziale di questo moto ¢ notoriamente :

(5) d: @ K

d iz 1

A coppia K, prescindendo dalla resistenza dell'aria, si compone di due parti :

I B it 5 i i CHY -
]‘l}_ P'azione delle componenti orizzonlali della gravitda che avra una espres-
tipo F () — F («) dove F ¢ la funzione definita dalla (3):
. b) la ulteriore torsione del filo = (¢ — =) che si oppone evidentemente
all aZione precedente G g - :
preceaente e quindi andra presa in senso negativo.

sione (p
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Si avra adunque in definitiva :
(5") K =F (p) —F(z) —< (p — %)

Per spostamenti molto piccoli, come avviene in pratica, ¢ lecito porre
(5") F(o)=F @)+ (@—a).F (2

e sostituendo questa nella (5°) e ricordando che F (2) =t (0 — o) dove o &
I'angolo alla posizione di equilibrio a cui corrisponde la lettura », risultando inoltre:

dF (2) _dw

d o T
si ha:
T o { o d o |
K=—t(¢—a | 1 R
ed in definitiva la (5) pud scriversi:
d: (p — ) g Al d o | -
(©) g ks o EAale vk B des S

la quale ¢ Vequazione differenziale di un molo armonico di periodo :

B
(7) 1-—211‘/1(1_:;:).

Se non esistesse 'azione delle componenti orizzontali della gravita, il pe-
riodo delle oscillazioni sarebbe :

) 'c.:zn‘/g.

Tenuto conto di questo risultato la (7) fornisce la:

e N d m
@) R I @3
¢ sostituende 1 ressi ich 25 s BT R
F S0 : : a espressione jicht — = ne :
> a o la espressione (4), poich T D Zax O Ottiene:
T LR I S ,
T T il = (sen za) 2 Usy = (cos za) Ua —
ham ham |

sen o, Ulys — ——— cose . Uax

4
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(8) 4.;:= = 4[1': 4+ 2sen 2a Usy + cos 2 Ua +
2 IJ=
-+ —;”j,m sen o Uy + # cos o . Usz.

F

Questa formula consente la ricerca delle quattro derivale con la osservazione
del periodo T di oscillazione, in cinque azimut, in quanto si considera incognita an-
che la quantita 4 | Ty

Osserviamo che questa quantitd ¢ una costante strumentale perché dalla
(7") risulta :

(9) =

f) DE'I'ER{\IIN:\ZIONE DELLE COSTANTI STRUMENTALL

Se nella Bilancia esaminata si sopprime il filo (b) ed alla estremita del-
I'ago si colloca la massa m del pesctto di platino, si ottiene una Bilancia del tipo
indicati nella figura 4: ¢ evidente allora che la (8) si semplifica in quanto 4 ri-
sulta nulla ; in questo caso :

S
4 a5 4 . —
(9') T = o t+2senza, Usy 4+ cos2a . Ua,
3 !0_
con questa, o con l'analoga che discende dalla (2);
st vede che con una siffatta Bilancia si pud soltanto
calcolare le Uy ¢ Uy o
La (") si presta assai bene al calcolo della
costante strumentale : - p—
m* 0 m
I
g Fig. 4.

Pe T By z d o 5. £
Per 1 r ottenere ciod, basta porre la Bilancia nelle due posizioni « ed a + go°.
er la .
Prima posizione si ha la (9" ); per la seconda, essendo :

sen 2 (o 000 ) = sen (2 2 + 180°) — —sen 2 &
COS 2 (@ 4 go°) = cos (22 + 180°) = — cos 2
si ha la
9" ) 4 4 7
= = 3% _ ssenga Usy—cosze . Ua.

2 IO;
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Indicando con T e T: i periodi corrispondenti alle (9") ¢ (9" ), ¢ addizio-
nando, si ha subito :

(10) R

e quindi, come si ¢ detto, la possibilita di determinare T e conseguentemente

~

Stabilito 1l valore del rapporto -~ rimane da determinare 1, determina-

zione necessaria specialmente quando per rottura va cambiato il filo (f).

Per questa determinazione si fa la lettura quando la Bilancia ha assunto
la sua posizione di equilibrio, indi si colloca nel piano orizzontale passante per
il centro della massa m del pesetto di platino ¢ ad una distanza A da esso e
computata lungo la normale al piano ago-filo di bronzo fosforato, una massa M
di piombo di circa 10 kg. Si fa una nuova lettura, indi si colloca la massa M,
ancora alla distanza A in posizione simmetrica rispetto la massa m, sempre sul
dianzi detto piano orizzontale e si fa una nuova lettura ; si allontana la massa
M, si attende che la Bilancia acquisti la posizione di equilibrio ¢ si fa una quarta
lettura.

Se con # si indica ora il numero di divisione della scala tra due posizioni

4 ; ; M m ; ;
estreme il momento di votazione della forza e —x; - ¥ con x un coefficiente d:

correzione, dipendente dalla forma ¢ dimensioni di m, sara dato da:

(11") 3 ‘1331 La.x

e quindi per il valore di #, se la scala é alla distanza D dallo specchio,

essendo I'angolo di torsione, si avra :

(11) e B Mm :
3 2 D = As L ax

da cui si ricava il valore di t.
Noto 7 risulta subito in basc alla (10) la possibilita di determinare I, che
non muta con la rottura del filo (f) e conseguentemente il valore della costante

2h.m.a.D
7

in quanto i, m, a, D sono dircttamente misurabili.
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Circa il coefficiente x ora introdotto notiamo che se con o indichiamo la
densita del cilindretto, con s la sua sezione, la massa elementare viene data dalla ;

dm=oaos.d>)

——r
r = Az i
Ve +(3)
la forza elementare nel punto P di massa uni-
taria sara :

¢ posto :

o fEE A e

df = ¢ pe
g, 5

¢ nella direzione O P

df = gsdh _{1_

r: r
che integrata da:
fi = eos ;'M i dx
by 13

e moltiplicando i due membri per A:

FRl i — A48 gy o

. A AA
j..A._scs'j-l:?d*—“’sf_l_: r
s A
oty (L_ )d).
ARl W 4 7
e poiché:
S rd\—idr
r e
e ricordando il valore di » -
d
d?"-: _ii__._.__.:"I/'*'zl'd)‘: l
24/8: + hig B
pcrcié:
Adfp = TEL X g (_1_ ¥ )dl
= 1 v 47

e ne CONSeguUe per la precedente :

+ Az ) F Al A )
Fi .08 =¢tas 3 N < -
s | )‘hdmr— £ 08§ | > '*)..; — E 0§ (zr 2,)




12 GIOVANNI BOAGA

(essendo m = X as) e quindi, dividendo 1 due membri per A:

/::E : = g —m—— =

ma la massa in P anziché unitaria ¢ M, dunque:

F=g¢g__ ME s

S BN
sy 3t
3 §

Sy

si ha la forza il cui momento & dato dalla (r1').

Per avere una idea circa l'ordine di grandezza di queste quantita, ricordia-
mo che 1" Etvis posto & = 66,6.10 —%, M = 13137 gr., m = 25,43 gr., A =
= II,0I cm., @ = 20 cm., h = 56,6 cm., n = 34,5 parti, D = 1232 parti trovo :

¢ posto:

b i

T = 0,5035.

Facendo oscillare il braccio della bilancia nelle due posizioni ortogonali
per la stessa bilancia trovo :

T: = 644,51 scc. T: = 641,57 sec.

da cui risulto:

—{ — 41886.

Le Bilance moderne sono delle medesime dimensioni della Bilancia 10 tipo
costruita dall’ Eotvis, sicché le costanti di queste nuove Bilance risultano dello
stesso ordine di grandezza.

d) DETERMINAZIONE DI 2g.
Ritornando alla formula (4) potremo scrivere la stessa (indicando con a

e b due costanti — costanti strumentali — definite dalle :

— oD b= —————— . D

a = -

Al
N
=
=
E

dove 1" @ messo in evidenza in b rappresenta la lunghezza dell’ago) sotto forma :

(4) m—to=2a Usycosza —a Ussen 2o + b Uyzcos & — b Usg sen .
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Ponendo per « successivamente i valori a = 0°, a: = 729, a; = I44°, &, =

= 2169, a; = 288° si possono scrivere cinque equazioni del tipo (4') le quali ad-
dizionate membro a membro danno la:

U— Mg+ N — Ny + Ny — Ny, + N, — Ny + N — N =10

e conseguentemente :

Mo+ M Ry Ny + N
5

Eliminato mediante la precedente n, dal sistema (4°) si pud determinare
i valori delle quattro derivate Usy, Ua, Uy,, Ux:; si conclude cosi che : fale de-
terminazione é possibile facendo le osservazioni in cinque azimut e disponendo dap-
prima U'ago in modo che il pesetto di platino sia nella direzione Nord e gli altri an-
golarmente equidistanti e contati nella direzione destrorsa.

e) BILANCIA DOPPIA.

Se si accoppiano due Bilance, come
nella figura accanto, allora si dispone la massa
m del primo ago (I) nella direzione Nord,
volendo collocare, come suol dirsi la Bilancia
in stazione, ed essenso montati gli aghi delle o
due Bilance parallelamente, ne risulta che
la massa del secondo ago viene a trovarsi
nella direzione Sud. Con questo dispositivo si
vengono a determinare le derivate seconde I l
del potenziale, osservando solo in tre azimut.

Indicando con apici le quantita rife-
rentisi alla seconda Bilancia, avremo per i
tre azimut a della prima (o = 0°, &: = 1209,
@; = 240°) rispettivamente i gruppi di formule Fig. ©.
che discendono dalla (4).

g?’h‘_ﬂozza ery—f—bUyz

I Gruppo
\ n — ?1'“ —2a [er)' — b Uryz
n:—mn, = + —I;} alUs—a Usy — V; b Uxz — -—2— Uy,
11 Gruppo .

ed una analoga con gli apici sulle quantita, n, @, b con segni
| cambiati negli ultimi due addendi
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I3 V3 b

b Usxe — — L‘v,-x
2 2

\m—nn-= == alUs—a Usxy +
11T Gruppo /

ed una analoga con gli apici sulle quantitd =, a, b, con segni
cambiati negli ultimi due addendi.

Addizionando membro a membro prima le prime due relazioni dei tre gruppi
e poi le seconde, avremo :

\ M o— Ng A+ M — g+ g — N = 0O

I #'s —n'ot+n:—nod+ns—ns=0

dalle quali é possibile avere n, e n’, come media delle tre letture nin.n; e n.' n.' n;
rispettivamente.

Indicando con:

di, d:, d; d',d’', dy

le differenze :
(e — o), (M:—mo), (M5 —no); (m' —no), (n: —ng'), (n —nd')

che entrano nei gruppi accennati, " E6tvos ricava, da tali gruppi, tre gruppi di
formule per la determinazione delle derivate seconde, nei secondi membri delle
quali entrano, combinate due a due le quantita 4., d:, d; ¢ le analoghe d4.", 4./,
d,’ che possono considerarsi note in virti delle osservazioni.

Tali gruppi di formule sono :

I GRUPPO CONTENENTE d: E d;:

r

I a r I ’ r
U" —— ‘\/3— a b + a b: L (dz —d1) —aja (d‘ _'_d-‘ ) 1
a!
T et it e 5 —ala' ;a ]
Uy i b [ (d: + d3) —afa’ (d:' + dy') ]
i e y [ (d—dy 0 " —ay ]
vy el +ad T i £
Bl o G [ di < di - Bb s 4 di') ]
VRS P en Pl e e
[1 GRUPPO CONTENENTE d; E d.:
('r!"‘ = : 2 L(Z ({3 T dl} === l’flfl.ﬂ, (2 d'] + dl’) ]

V3 abtab
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’

a

U‘f‘ = = ‘m Ld- — aja d, ]
Us = = b [(2d;+d)+ bb (24 + d)]
T A3 ab +a'b oy " 3 ‘
Bt 2 = ol 2 Bdr
Usy = T T [di + b0 d)].
IIT GRUPPO CONTENENTE d: E d, :
5 P a [(2ds+d ) —aja (2ds' + d)]
:z—‘/? a’b+b’a L 2 1 | 2 1
a’ 20 e
Uyﬁ = — a—,m |d1 —aja d, ]
D e e b [(2d: +d ) + b (2d' +4d)]
V3 dbtad - 2 !
I b’ . e
U:y——- T ab' —-I—W idl+blb (fl I‘

MODALITA OSSERVATIVE.

Per la Bilancia del I tipo costruita dal meccanico Siiss di Budapest sotto
la direzione dello stesso Eotvis per conto dell” Istituto Geodetico della R. Uni-
versita di Padova, i valori dei coefficienti introdotti nei gruppi di formule ora
ricordate sono degli importi :

r

a

1
— —; - = I1,575.10°° ala’ = 1,0053 = I + 0,0053
Vv 3 4a b+ab
a’ o
Frarpes e
= Y = §,022.10—° b/b' = 1,0116 = 1 + 0,0116
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Le derivate vengono cosi .determinate in unitd ebtvossiane: (un Eotvos
= 1.10—"* (c. g. 5.) e si indica con la lettera E).

Dalle formule scritte si vede che a rigore basterebbe fare in ogni
punto stazione una serie sola di tre azimut per ricavare Uxy Us come medie di
tre valori distinti e Uy: e U come medie di due valori distinti in quanto la
seconda e quarta eguaglianza del II gruppo sono identiche alla seconda e quar-
ta del III gruppo. Tuttavia nelle stazioni si ripetono le serie di letture in tre
azimut, possibilmente quattro volte ed eseguendo le letture di ora in ora essendo
questo il tempo necessario perché gli aghi si arrestino nella loro posizione di e-
quilibrio dopo che l'osservatore, fatta la lettura, abbia spostato gli aghi da una
posizione alla successiva.

Per il calcolo numerico I’ Eotvis consiglia di terminare volta a volta 1",
come media di tre letture in tre azimut o della stessa serie o di una serie con-
catenata alla successiva. Per esempio, indicando con numeri romani le letture
in tre azimut e con indici il numero delle serie cui appartengono, le determi-
terminazioni degli #, si farebbero mediante le letture :

L IL IIL,; ILIILI.; IIL. I:II:; ecc.

Nei gruppi di formule precedenti si introducono allora volta a volta le dif-
ferenze tra un n, cosi determinato ed una delle letture cui proviene.

Per rendere pili chiaro quanto detto riportiamo le osservazioni in tre a-
zimut escguite dal Prof. Soler all’ Istituto di Geodesia di Padova con la Bilancia

accennata :

data (1911) | ora | azimul n Mo n—ng n n'o n'-n'y

_' 29 febbraio | 15 I | 1516 450,8 g
16 I1 163,6 | 152,63 | + 10,79 | 488,2 | 445.73 | + 2.47
]_ 17 IT1 142,7 73| — 10,03 | 438,2 8o — 7,60 |

| 1° marzo 19 1 151,9 771 — 0,87 4510 80| + 5,20
12 11 163,7 80| + 10,90 | 448,2 8o | + 2,40l
13 IIT 142,8 ,50 | — 10,00 | 438,2 8o | — 7,60 i
15 I 151,9 80| — 0,90 451,0 80| + 5,17 |
| 16 11 163,7 g7 |+ 10,03 | 448,3 80| + 2,50 |
i 17 IIT | 142.7 77| — 10,07 | 438,1 83| —7.73
2 marzo 14 I 151,9 771 — 0,87 451,1 83| + 5,27 ”

| 15 11 163,7 771 + 10,03 | 448,3 80| + 2,50 !
\ 16 111 142,7 438,0 1
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Le n —n, risultano da ciascuna n, diminuita dalla # che le sta a sinistra
e che rappresenta la lettura direttamente fatta o corretta se necessario, per la
temperatura. Con i valori inseriti nelle colonne n — n, ¢ #' — ny' si vengono
ad avere nove valori distinti per Uxy ¢ Ua e sei valori distinti per Uyz ¢ Uxz,
provenienti dalle osservazioni concatenate.

Si ha cosi la possibilitd di ottenere i valori delle varie derivate come me-
die di pilt valori calcolati col metodo indicato e quindi per ogni valore medio
¢ possibile dedurre lerrore della media e avere cosi un indice circa l'attendibi-
litd dei valori ricavati.

Con la Bilancia accennata gli errori medi delle varie derivate, da nume-
rosissime stazioni fatte dal Soler all’ Istituto di Geodesia di Padova ed in campa-
gna, risultano mediamente, in unita eotvossiane, degli importi :

mxy = + 1,00 E Mxz = 4+ 1,00 I ma = + 2,00 E msy = + 1,00 E.

Per le letture, nella Bilancia accennata, una scala segnata su un piano riflet-
tente sostenuta da un apposito supporto va sistemata in modo che la faccia
graduata sia disposta di fronte allo spee-
chietto del filo di platino iridato, ad una
distanza D di circa 60 cm. Normalmente
alla faccia graduata della scala viene mon-
tato un cannocchialetto con 'asse normale
a detta faccia ¢ con l'obbiettivo diretto allo
specchio. Al momento della lettura lo os-
servatore illumina la scala ¢ la gradua-
zione per riflessione segue il percorso indi-
cato dalle freceie nella figura annessa; 'os-
servatore collocato in O puo fare la lettura
in corrispondenza di un filo verticale se-
gnato sul reticolo del cannocchiale.

Fig. 7.

g¢) BILANCIA FOTOGRAFICA, GRANDE MODELLO [EOTVOS-SCHWEVDAR.

Nelle Bilance moderne la registrazione avvicene fotograficamente nel se-
scguente modo @ in L ¢ & una sorgente luminosa (lampadina clettrica a 4 Volta)
davanti alla sorgente luminosa € collocato uno schermo avente nel centro un
piccolo foro F. Da questo foro esce un fascio luminoso molto sottile il quale va
ad incidere su uno specchio che devia il raggio luminoso di go° circa ¢d ha 1'uf-
ficio di dirigere il raggio luminoso al prisma di cristallo P. Tale prisma & rego-
lato in modo che il raggio luminoso ¢ diretto allo specchictto s collegato al filo
di platino iridato. Questo specchio s riflette il raggio luminoso che ritorna al
prisma P, il quale devia di circa un angolo retto il raggio e lo dirige verso la par-
te superiore della Bilancia dove ¢ sistemata una lastra fotografica che resta im-
pressionata. La lampadina rimane accesa circa un minuto, tempo necessario per
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L F impressionare la lastra, dopo di che essendo la

sy Bilancia provveduta da un congegno di orolo-
e l geria ¢ di un moto-
WTLI é L rino, l'orologio met-

te in azione il mo-

F L : N

torino e la Bilancia
si sposta automati-
1 camente ¢ va nel se-
t condo azimut, se-
conda posizione ; dopo
un’ora l'orologio riaccen-
de la lampadina, e cosi
di seguito. Per tal modo
una volta sistemata la
Bilancia, cio¢ messa la
Bilancia in stazione e ca-
ricato 'orologio, le osser-
vazioni vengono segnate
automaticamente sulla la-
stra senza pilt l'intervento
x dell’operatore. Un oppor-

tuno congegno pure di oro-
logeria (vedi fig. 9 e 11)
pensa poi a spostare la lastra fotografica di tre millime-
tri, in modo che ad ogni ora vengono impressionate zo-
ne di lastre fotografiche dell’ampiezza di tre millimetri.
Sviluppando la lastra si trovano dei punti neri p
come quelli segnati nella figura 10. I punti P della prima Fig. .
colonna sono punti fissi di riferimento. I punti della  Bilancia Eétvos-Schweydar.
colonna I sono i punti corrispondenti al primo ago,
quelli della colonna II, al secondo ago. Infine quelli della colonna 7" rappresentano
la temperatura, o meglio la

Fig. 8.

variazione di temperatura

n.1 : I ¥ durante le osservazioni.
—na - o Le distanze, computa-
e, ) te su apposita scala dei pun-
. B A ti I dai punti fissi forniscono
2 = le n., #:, n;; analogamente
" 2 dicasi per le »n.', n.', ny'. La
* . . . distanza dei punti T° danno
: : ; invece le variazioni di tem-
5 ¢ : & peratura. Le letture n prima
di introdurle nelle formule
accennate vanno corrette per

Fig. 1o. la variazione di temperatura



TEORIA DELLA BILANCIA

14 | ¥ 5

15—

16

DI TORSIONE

9

=
ww w;m

Fig. r2. — Bilancia tipo «Z».

Fig.1r1. - Bilancia E6tvés-Schweydar.
(grande modello) 17

1, lastra fotografica ; 2, vite di I

torsione ; 3, filo di platino iridato ;
4, livella cilindrica; 5, specchio ; 18 i
6, dispositivo d'arresto ; 7, contrap- ' l

peso; 8, meccanismo motore; g, cir- u . l ||:1-|:
colo dentato ; 1o, recipiente di pro- |

tezione ; 11, specchio intercettore ; /} J }
12, lampadina elettrica; 13, spec- /”/:// " '
chio fisso; 14, specchio a supposto 0 O B O A W B
o prisma ; 15, declinatore magneti-
co; 16, ago; 17, meccanismo di
contatto ; 18, peso di platino.

IFig. 13. — Bilancia tipo « Z ».
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da una temperatura media (2o gradi). Questa correzione si calcola moltiplicando =
per opportuna costante. Nelle Bilance moderne tale correzione ¢ praticamente
nulla anche per variazioni di parecchi gradi di temperatura, cosicche si intro-
ducono nelle formule citate senz'altro 1 dati ricavati dalla lastra fotografica del
consueto formato 6 15.9.

Cid risulta dal valore del coefficiente T di torsione in funzione della tempe-
ratura ; si ha per esempio per Ja Bilancia #° 150 della Askania Werke, per il primo

ago :
T = 0,573 } T + 0,0010 (t0—20°) ¢ .

Desiderando si possono fare visualmente le letture, senza impressionare
la L F (vedi fig. 11 e 13). In tal caso é necessario deviare i raggi luminosi
mediante lo specchio 11 e dirigerli ad una scala graduata su vetro trasparente
sistemata al disopra delle lampadine 12. (Vedi fig. 11 ¢ 13).

h) ALTRI TIPI DI BILANCE.

La Bilancia a registrazione fotografica di cui ora abbiamo fatto cenno ¢
la Bilancia grande modello costruita dalla AskaniaWerke di Berlino. Questa ditta
oltre al tipo accennato costruisce altre due specie
di Bilance : una denominata fipo Z ¢ l'altra ad
m’ ago inclinato (vedi figg. 14 e 15).

Anche nella Bilancia tipo Z si hanno due aghi
collocati alla distanza angolare l'un dall’altro di
e} 180°; ciascuno dei due aghi sono costruiti a for-
ma di z, da cui il nome dato alla Bilancia. Il
tratto (vedi figura) ¢ tutto di un pezzo, metal-
lico, con due masse agli estremi. La teoria che
abbiamo dianzi esposta non varia in quanto il
risultato & quello che si ottiene per due masse m
ed m' collocate a livello diverso.

Anche le Bilance ad ago inclinato sono prov-
viste di due aghi disposti a 180° uno dall’altro. 1l
braccio inclinato porta agli estremi le due masse ¢ la
sospensione € ottenuta pel tramite di un doppio filo
di seta. L'inclinazione del braccio elimina nei tu-
bi di ricoprimento angoli morti che danno sempre

. o

3

Fig. 14.

correnti di convezione e che perciod fanno assume-
re agli aghi le posizioni di equilibrio con ritardo.

Con questo tipo di Bilancia secondo
esperienze eseguite da Roessiger € piu solleci-
tato lo smorzamento delle oscillazioni per il
fatto che esse non si propagano al filo di tor-

sione. Con tale Bilancia la posizione di equili- S =Sospensione
brio degh aghi si ottiene dopo una ventina di m bifilare.

minuti, F.g. 15.
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Il geodeta Haalk dell’ Istituto Geodetico di Potsdam ha proposto la
costruzione di Bilance Eotvos-Schweydar con due aghi equidistanti angolarmente
di go°, e con quattro aghi a due a due uniti come nella Bilancia di Eotvoes 1 tipo
¢ ciascuna coppia disposta rispetto 'altra ad angolo retto.

{) DELLE CORREZIONI DELLE DERIVATE SECONDE RICAVATE DALLE INDICAZIONI
DELLA BILANCIA.

Come abbiamo fatto cenno al § 1 ai valori forniti dalle osservazioni si de-
vono apportare delle correzioni : la prima ¢ quella topografica, che si effettua come
la correzione topografica per le misure gravimetriche pendolari. Si scompone il
terreno circostante la stazione in settori circolari e settori di corone circolari con
raggi progressivi dei seguenti importi

0,60 m; 1,00 m; 1,50 M; 2,00 Mm; 3,00 Mm; 5 M; I0 M; 20 Mm; 30 M; 40 m;
50 m; 70 m; 100 m.

Il primo punto battuto si prende nella dirczione Nord ¢ poi successiva-
mente alle distanze angolari di 45° nel verso Nord-Est-Sud-Ovest-Nord.

Le differenze di livello nelle vicinanze della stazione fra il punto stazione
ed i vari punti dei cerchi si determinano con i triplometri, nei punti pit lontani
con un livello o con un tachcometro. Denotate conhs (1 =1,2,3, ...... ) que-
ste differenze di livello, le correzioni per le varie derivate sono del tipo:

N Uy =c | (h—hy) + 0,707 [ (h: — he) — (hy—hs) ] |
A Use = ¢ ) (hs—hy) + 0,707 [ (hs — he) — (hy —hs) ] |
N Us=cy (h+ h)— (s + hy) |
N Usy=c¢"} (h + he) — (hy + hs) |

che st determinano con procedimento simile a quello che si segue per le corre-
ziont topografiche per le misure pendolari. I coefficienti ¢ ¢ ¢’ variano da cerchio
a cerchio; per i vari cerchi essi assumono i valori :

cerchio J cerchio .
: - c c 3 : c c |
| di raggio di raggio
| — 1
'I 0,6 m 0,2 0,1 20 m. 0,004 0,09
ll' 1,0 » 0,25 0,2 30 » ,001 ,04
[ 1,5 » 0,2 0,25 40 » ,0005 ,02
| 2,00 » 0,1 0,25 50 » ,0003 ,017
3,0 » 0,1 0,2 70 » ,0002 ,015
| 5,0 » 0,06 0,33 100 » ,0001 ,012
10,0 » 0,02 0,21




22 GIOVANNI BOAGA

Essi sono stati determinati assumendo per densita del terreno il valore
1,8; se la densita fosse diversa da 1,8, per esempio di densitd generica o, sa-
rebbe necessario prima di effettuare i calcoli moltiplicare i coefficienti ¢ e ¢’ per
G : bl it ) A
par Le formule riportate con i rispettivi coefficienti sono dovuti a Schweydar.
Nelle formule precedenti 0,707 rappresenta sen 45° e cos 45°. Altri metodi per
tali correzioni sono stati proposti da Jung, Haalk, Nikiforov, ccc., ¢ dallo stesso
E6tvos.

Una seconda correzione e quella cartografica che in un certo senso com-
pleta quella topografica e che si estende da km in km fino a 10 km dal punto
di stazione, suddividendo le corone circolari in 36 settori angolarmente equidistanti.
Per ogni settore, compreso fra i raggi di lunghezze p e p + 1 dalla carta topo-
grafica della regione si rileva la quota media, indi la differenza h fra essa e la

quota della stazione. Con questa differenza per

N le quattro derivate si calcolano i contributi:
s adod
A" Ux: = -—-3/2 EQd k.i -.(_:{_JS xp;m _P_
sen ada d
g+1 N Uye= —3/2eah: -——--?—P—
cos za da dp
% ANUsd = — 3 e hrs ——————
pj
y A U= — 3 v o 2N28 0640
> E ;
- e si estendono i calcoli a tuttii circoli ed a
Fig. 16. tutti i settori. In queste formule o rappresenta

la densita del terreno nel settore considerato.
Per facilitare questi calcoli si possono compilare opportuni schemi e co-
struire regoli calcolatori.

Una terza correzione & quella che va sotto la dicitura : riduzione dei risul-
tati al meridiano astronomico. Si tratta in altre parole di effettuare un cambiamen-
to di assi: dal sistema topografico passare al sistema geoidico. Per questo ¢ ne-
cessaria la conoscenza della declinazione magnetica & nel punto stazione. Il pas-
saggio si effettua con le note formule della Geometria analitica :

U:z = {/”xx cos & []Ir z S€N 5
Y

Uys = — U'szsen & + U'yzcos &

; y sen 28 2
Usy = — U'a — + U'sycos 28
Us =— U'a cos25—2 U'sysen 28

dove 1 simboli accentati rappresentano i valori delle derivate riferite al meridia-
no magnetico e corrette per la topografia e la cartografia.



TEORIA DELLA BILANCIA DI TORSIONE 23

Questa correzione si rende necessaria volendo orientare le varie stazioni
al Nord geografico, avendo in campagna, per mezzo dell'ago magnetico di cui
¢ corredata la Bilancia orientate tutte le stazioni al Nord magnetico.

Un’ultima correzione da apportare alle derivate ¢ quella denominata nor-
male ossia la correzione per 'ellissoide ; essa in altre parole rappresenta il valo-
re teorico delle derivate ed il suo contributo va levato alle derivate ottenute
con le correzioni accennate ¢ 1 risultati rappresentano le anomalie dovute alle mas-
se disturbanti del sottosuolo e percid queste vengono chiamate perturbazioni
softerranee.

Non ¢ difficile comprendere che considerata la formula della gravitd ellis-
soidica :

g — g (1 + fsen: )

(ge = 978 gal, p = 0,00528) si pud facilmente eseguire la derivata rispetto al me-
ridiano (asse delle x) e rispetto al parallelo (asse delle y) ed ottenere le:

Un,. = d % s fj g d i — -E - “': £ = .£°__ |3 sen 2
d x oy dx ¢ 6w 6
; dg I 68
L — I — e
U T3 ol 0

dove p ed r rappresentano il raggio del meridiano e del parallelo alla latitudine .
Con queste derivazioni si hanno i valori normali per le componenti del
gradiente. Per le altre derivate si avra:

{.‘F“Ky —_— ()

mentre U™ si ricava dall'espressione :

o OO Yoy s ST S T e
g R R g g N

effettuando la derivata rispetto ad x tenendo conto della

Le espressioni dei raggi principali di curvatura dell’ellissoide sono date

a (I — ez) a
dalle : g = N =
‘/‘““f—”scn*(pj V1 —esen: ¢

Per le latitudini in cui ¢ compresa 1’ [talia queste correzioni per le varie
derivate sono mediamente dei seguenti importi in unitd estvissiane :

Un!'- = + 8 El I’_.F!'lyz == U I’:| ["nsy = O E, Lfna = 5 E.
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/) INDICAZIONE GRAFICA DEI VETTORI E DELLE CURVATURE.

Eseguiti tutti i calcoli si segnano le stazioni sulla carta topografica della
regione battuta e per ciascuna si indica con un vettore uscente dal punto sta-
zione la direzione e la sua intensita rispetto una data scala e la curvatura mediante
un segmento che rimane diviso in due parti eguali dal punto rappresentante la
stazione. Le direzioni del gradiente e della curvatura si hanno calcolando, con
le formule ricavate, i rispettivi azimut.

Nel grafico annesso sono segnate tre stazioni con i relativi gradienti e le
corrispondenti curvature.

N

o

Fig. 17.

E ovvio che_dalla direzione dei gradienti si puod fare induzioni circa le gia-
citure delle masse softerrance perturbanti.

m) DIFFERENZA DI GRAVITA FRA DUE STAZIONI EOTVOSSIANE.

Una ulteriore ricerca molto interessante ¢ quella di determinare come si e
accennato al § 1, la differenza di gravita A g fra due stazioni successive.

Siano a tale uopo P. ¢ P. due stazioni ; I’azimut della congiungente P, P:
sia @ € U'sz U'ys ¢ U'xz U'yz le derivate atte a dare i gradienti orizzontali G’
e G" nei due punti P, e P:.

La variazione di g nella direzione P,
P: ¢ data dalla media delle proiezioni dei
due gradienti G’ e G sulla retta P P: mol-
tiplicata per la distanza P: P: .

Indicando ulteriormente con & e &”
gli azimut dei gradienti G’ e G", essendo
per le (5) e (8) che trascriviamo per mag-
gior intelligenza :

N

G =¥ Ute + Urps

& Usz Uy=
PA Fig. 18. coso = sen & —

G G
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avremo per quanto detto:
Ag = 1/2 | G'cos (a—28) + G” cos (« —2") | . P. P;

e da questa successivamente:

pl P! - -~ - -~ r -~ rr o~
Ag = = : G'cosacoss + G'senasend’ + G cosacose” + G senasend :
P, P, " |
= e : cosa . Use +sena . Uy +cosa. U'sa +sena . Uy, ;
P, P, 5 =
i : (U'sz + U''x2) cos @ + (U'yz + U''ys) scn a

formula importantissima che c¢i permette di determinare la gravita in P: quando
sia nota quella in P, ,

Collegando in poligonale pit stazioni 4, B, C, ...... L ¢ nota la gravita
in A si potrd mediante la precedente determinare la gravita nei singoli punti B,
ey o

Da misure compiute col pendolo a Portici e Ottaiano nella regione circum-
vesuviana ¢ stato trovato per A g I"importo :

(+ 0,024 4+ 0,002) gal.

Collegato poi Portici con Ottaiano mediante n® 28 stazioni con la Bilancia,
risultd come differenza gravimetrica il valore :

+ 0,022 gal.

in perfetta armonia col valore pendolare. Accordi di questo tipo sono stati otte-
muti in molte determinazioni eseguite in Italia, Spagna, Ungheria, Giappone.

Notiamo da ultimo che con le Ag & possibile ricavare per ogni stazione
la gravitd g. Dal confronto di queste g con le gravita normali si traggono le
anomalie gravimetriche della zona esplorata, Congiungendo con linee i punti della
medesima anomalia si ottiene un piano a linee i{soanomale atto a rappresentare
il comportamento della topografia sotterranca.

(Continua) Prof. Grovax~i Boaca
Geodeta Capo dell’ 1, G. M.



